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Abstract 

This study presents method of selection the most coherent, repeatable in time, results of researches. Firstly, 
a possible of application of concentration analysis for detection of variable or dependent variable, which results are 
different from other variables, is presented. Because some results of the same variable in time periods could influence 
on increase of results standard error, for such points detection, measure using mathematic filing system theory, 
Spearman’s correlation ordinal ranks and weight of information contradiction, in sense of Dampster-Shafer theory, 
are proposed.  

The obtained measure cause decrease of results standard errors by selection and removal of measure points 
which influence on validity scales decrease. 
Example-results of the measurement, the analysis of concentrations for variable Y1, Y2, Y3 and Y4, results of the 
normalization for each result of measurements, average values of measurement for all received results BZ and for 
selected MODELS, results of measurement marked curves of average data for all BZ measurements  and measurement 
selected of MODEL least standard-errors are presented in the paper. 
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METODA ANALIZY SPÓJNO CI WYNIKÓW POMIARÓW 
Z WYKORZYSTANIEM TEORII EWIDENCJI MATEMATYCZNEJ 

I ANALIZY SKUPIE  
 

Streszczenie 

W artykule zasta a przedstawiona metoda doboru najbardziej spójnych wyników pomiarów powtarzanych w 
czasie. W pierwszej cz ci zaprezentowano mo liwo  zastosowania analizy skupie  do wykrycia zmiennej b d  
zmiennych zale nych, których wyniki ró ni  si  od pozosta ych zmiennych. Poniewa  niektóre wyniki pomiarów tej 
samej zmiennej w odst pach czasu mog  wp ywa  na zwi kszanie b du standardowego wyników, wi c w celu 
wykrycia takich punktów zaproponowano miar  wykorzystuj c  teori  ewidencji matematycznej, korelacj  rang 
porz dkowych Spearmana i wag  sprzeczno ci informacji w sensie teorii Dempstera-Shafera. Uzyskana miara 
pozwoli a na obni enie b dów standardowych pomiarów, przez wyselekcjonowanie i usuni cie punktów 
pomiarowych, które wp ywaj  na zmniejszenie rzetelno ci skal.  

W szczególno ci w artykule przedstawiono przyk adowe wyniki pomiaru, analiza skupie  dla zmiennych Y1, Y2, 
Y3 i Y4, wyniki normalizacji dla poszczególnych wyników pomiarów, u rednione warto ci pomiarów dla wszystkich 
otrzymanych wyników BZ i dla wyselekcjonowanych MODELI, wyniki pomiarów wraz z naniesionymi krzywymi 
u rednienia danych dla wszystkich pomiarów BZ i pomiarów wyselekcjonowanych o najmniejszych b dach 
standardowych MODELI. 

S owa kluczowe: modelowanie, trwa o , Dempster- Shafer, statystyka 
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1. Wprowadzenie 
 

Badaj c ró ne obiekty, np. elementy silnika, aby uwiarygodni  wyniki pomiaru wykonuje si  
badania na wi kszej liczbie tych samych elementów w odst pie czasu. Oczywiste jest, e te 
zmienne tak mierzone s  od siebie zale ne. Po wykonaniu takich eksperymentów pojawia si  
istotny problem odwzorowania wszystkich pomiarów w jeden spójny i wiarygodny przebieg 
zmienno ci. Bardzo cz sto b dnie u rednia si  wyniki takich pomiarów, uzasadniaj c to 
powtarzalnymi warunkami pomiaru. Niestety w rzeczywisto ci ró ne czynniki zewn trzne, 
których nie bierzemy pod uwag , wp ywaj  na poprawno  wyników. Nale y wi c zastosowa  
metody pozwalaj ce na wykrycie pewnych punktów pomiarów, istotnie statystycznie ró ni cych 
si  od skupie  poprawnych wyników. B dy mog  pojawia  si  w obr bie pojedynczych 
pomiarów albo ca ych mierzonych zmiennych. W dalszej cz ci pracy zostanie zaprezentowana 
metoda doboru wyników bada  do wyznaczania charakterystyk zmienno ci. 

Teoria Dempstera - Shafera, zwana jest inaczej teori  ewidencji matematycznej, czy te  teori  
funkcji przekonania. Wyznaczane s  prawdopodobie stwa z jakimi dane hipotezy mo na 
udowodni . Teoria umo liwia rozró nienie wiedzy od niewiedzy i ma zastosowanie 
w przypadkach niepe nej informacji, sk adania ewidencji i aktualizacji przekona . W teorii 
Dempstera – Shafera zdaniom przypisuje si  wielko ci Bel(A), która nazywana jest stopniem 
przekonania. Teoria wykorzystuje matematyczne prawdopodobie stwa do subiektywnej oceny 
ekspertów i daje mo liwo  przypisywania przekona  zarówno dla pojedynczych przekona  jak 
i grup odpowiedzi, a tak e nie uzupe nia si  w teorii Dempstera – Shafera niepe nej specyfikacji.  

Przez funkcj  masy w sensie teorii DS rozumie si  funkcj  m:2^{ } [0,1] spe niaj c  
warunki: 
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Przez funkcj  przekonania w sensie teorii DS rozumie si  tak  funkcj  Bel:2^{ } [0,1], e 
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gdzie m(B) jest funkcj  masy w sensie teorii DS. 
Funkcja przekonania mierzy wiarygodno  poszlak na rzecz A.  
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W pracy wykorzystano teori  ewidencji matematycznej gdy  wyniki pomiaru s  cz sto 
nieprecyzyjne i niepewne oraz brak jest czasami ca kowitej specyfikacji modelu. Szersze 
informacje odno nie teorii ewidencji matematycznej mo na odnale  w pracach [1,2,3,4,5,6]. 

 
2. Metoda selekcjonowania zmiennych i pojedynczych punktów pomiarowych 

 
W celu zobrazowania metody przytoczony zostanie przyk ad, na podstawie którego 

konsekwentnie b d  prezentowane poszczególne etapy wyznaczania charakterystyki. 
Przyjmijmy dla uproszczenia, e na pewnym elemencie mechanicznym wykonano dla pewnej 

zadanej warto ci X={1,2,...,10} pomiar warto ci Y(X). W celu uzyskania spójnych wyników 
pomiar powtórzono na czterech ró nych tej samej klasy elementach.  

Wyniki eksperymentu zestawiono w tabeli 1. 
 

Tab. 1. Przyk adowe wyniki pomiaru 
Tab. 1. Example-results of the measurement 

lp X Y1 Y2 Y3 Y4 
1 1 1 1,24 0,84 0,61 
2 2 1,57 1,36 1,73 1 
3 3 2,23 2,56 2,06 1,6 
4 4 2,88 2,6 3,14 2 
5 5 3,35 3,77 3,51 2,74 
6 6 4 4,38 3,82 3,04 
7 7 5,16 5,04 5,39 3,7 
8 8 6,51 6,92 6,33 5,07 
9 9 8,15 7,97 8,63 4,89 
10 10 10,4 10,74 11,01 11,97 

 
W tabeli 1 wyt uszczono pewne wyniki, co zostanie wyja nione w dalszej cz ci rozwa a . 
 

Krok 1. Wykonanie analizy skupie  
 

W kroku tym nale y dokona  eksploracyjnej analizy danych, której celem jest u o enie 
zmiennych w grupy w taki sposób, aby stopie  ich powi zania by  jak najwi kszy, a ze zmiennymi 
pozosta ych grup jak najmniejszy. Analiza taka wykrywa struktury z danych bez wyja niania 
dlaczego one wyst puj .  

 

Krok 2. Selekcja pojedynczych pomiarów, które istotnie wnosz  b dy do ca o ci bada . 
 

Poniewa  zmienne Y={1,2,3,4} s  zale ne od siebie, wi c w pierwszej kolejno ci dokonuje si  
normalizacji ich warto ci, tak aby kolumny wyników spe nia y warunek ortogonalno ci: 
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gdzie: k - oznacza k-t  zmienn  ze wszystkich K zmiennych. W analizowanym wypadku 
                    k={1,2,3,4}, 

              n={1,2,...,N} oznacza n-ty pomiar spo ród N pomiarów dla k-tej zmiennej. 
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Diagram drzewa
Pojedyncze wi zanie
Odleg . euklidesowa

20 40 60 80 100

100*Odl/Odl.maks

Y4

Y2

Y3
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Rys. 1. Analiza skupie  dla zmiennych Y1, Y2, Y3 i Y4 
Fig.1. The analysis of concentrations for variable Y1, Y2, Y3 and Y4 

 
Z rysunku 1 mo na wywnioskowa , e zmienne Y1 i Y3 oraz Y2 s  ze sob  bardzo powi zane, 

ale zmienna Y4 os abia nasze kryterium tego, na ile jest ona istotna w badaniach. Poniewa  
zmienna Y4 zdecydowanie tworzy w asne skupienie, wi c mo na przypuszcza , e nale y wyniki 
Y4 odrzuci . Jednak e odrzucenie wszystkich wyników mo e powodowa  strat  cennych punktów 
pomiarów. W nast pnym punkcie zostanie przedstawiony tok post powania, za pomoc  którego 
wyodr bnione zostan  pomiary wprowadzaj ce istotne b dy do charakterystyk pomiarów. 

 
Po wykonaniu normalizacji przedstawionej we wzorze 7, dokonuje si  normalizacji wierszy 

(ka dego pomiaru) wyników dla wszystkich zmiennych: 
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Wykonuj c dzia ania zgodnie ze wzorami 7 i 8 otrzymuje si  macierz, której wiersze spe niaj  
warunek ortogonalno ci i stanowi  elementy ogniskowe dla funkcji przekonania w sensie teorii 
Dempstera-Shafera: 
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Wyniki takiej normalizacji zestawiono w tabeli 2. 
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Tab.2. Wyniki normalizacji dla poszczególnych wyników pomiarów 
Tab. 2. Results of the normalization for each result of measurements 

lp X Y1 Y2 Y3 Y4 
1 1 0,26 0,32 0,22 0,20 
2 2 0,27 0,23 0,29 0,21 
3 3 0,26 0,29 0,23 0,23 
4 4 0,26 0,23 0,28 0,23 
5 5 0,24 0,27 0,25 0,25 
6 6 0,25 0,27 0,24 0,24 
7 7 0,26 0,25 0,26 0,23 
8 8 0,25 0,26 0,24 0,24 
9 9 0,27 0,26 0,28 0,20 
10 10 0,22 0,23 0,23 0,32 
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Mo na okre li  miary sprzeczno ci informacji, które zaprezentowano we wzorach 12 i 13:  
 

,1

)(2

)()(1
5.0

)(2

)()(1

)(1
5.01)

2

1

)(

)(
1

)(

2

1

)(

)(
1

)(

1

)(
1

)(
1

)(

)(
1

)(

K

k

n
k

YY

n
k

n
k

K

k

n
k

YY

n
k

n
k

K

k

n
k

Ym
K

YmYm

R

dla

Ym
K

YmYm

Ym
K

Ra

n
k

n
k

n
k

n
k

                 (12) 

.1

)(2

)()(1
5.0

)(1
)(2

)()(1
)

2

1

)(

)(
1

)(

1

)(
2

1

)(

)(
1

)(

2

)(
1

)(

)(
1

)(

K

k

n
k

YY

n
k

n
k

K

k

n
k

K

k

n
k

YY

n
k

n
k

Ym
K

YmYm

R

dla
Ym

K

R

Ym
K

YmYm

b

n
k

n
k

n
k

n
k

          (13) 

525



 
K. Topolska, W. Walkowiak, M. Topolski 

W powy szych analizach wykorzystano tylko funkcje alokacji prawdopodobie stwa i nie 
obliczano funkcji przekonania, gdy  dla zadania pojedynczych zdarze  mamy do czynienia 
z bayesowsk  funkcj  przekonania, która jest to sama z funkcj  alokacji prawdopodobie stwa: 
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We wzorach 12 i 13 R jest korelacj  Spermana mi dzy jedn  zmienn  zale n , a pozosta ymi 
zmiennymi.  

Je eli kolejny pomiar n (wiersze danych) spe nia warunek  1.0, 22   wówczas pomiar taki 
mo na uzna  za spójny, niesprzeczny z pozosta ymi wynikami pomiarów dla okre lonej warto ci 
X. W wypadku, gdy niespe niony jest powy szy warunek pomiar jest usuwany. 

Po wykorzystaniu zale no ci 12 i 13 w tabeli 1 i 2 zaznaczono wyt uszczonym drukiem 
pomiary, które nie spe niaj  wy ej zaproponowanego warunku niesprzeczno ci. W zwi zku z 
powy szym s  one usuni te z dalszej analizy.  

W ten sposób uzyskano u rednione wyniki pomiarów zestawione w tabeli 3 z obliczonymi 
b dami standardowymi dla wypadku wzi cia pod uwag  wszystkich pomiarów i wzi tych tylko 
tych najbardziej istotnych wed ug zaproponowanej metody selekcji. 

Analiza wyników pomiarów z wykorzystaniem opracowanego modelu sprawi a, e po 
u rednieniu istotnych wyników dla poszczególnych n pomiarów K zmiennych uzyskano 
uogólnion  warto  zmiennej Y, której b d standardowy dla redniej jest dla ka dego pomiaru 
istotnie mniejszy ni  gdyby u redniono wszystkie wyniki BD.  
Tab. 3. U rednione warto ci pomiarów dla wszystkich otrzymanych wyników BZ i dla wyselekcjonowanych MODELI 

Tab. 3. Average values of measurement for all received results BZ and for selected MODELS 

Zmienna 

Y 
rednia 

Y 
rednia 

Y 
Odch.Std.

Y 
Odch.Std. 

Y 
Stand. 
B d 

Y Stand. 
B d 

X BZ MODEL BZ MODEL BZ MODEL 

1 0,923 0,920 0,265 0,113 0,133 0,080 

2 1,415 1,553 0,315 0,186 0,158 0,107 

3 2,113 2,145 0,400 0,120 0,200 0,085 

4 2,655 2,873 0,489 0,270 0,245 0,156 

5 3,343 3,543 0,437 0,212 0,219 0,122 

6 3,810 4,067 0,564 0,286 0,282 0,165 

7 4,823 5,197 0,762 0,178 0,381 0,103 

8 6,208 6,587 0,798 0,302 0,399 0,175 

9 7,410 8,250 1,703 0,341 0,851 0,197 

10 11,030 10,717 0,675 0,306 0,337 0,176 
 
W ten sposób mo na teraz wykre li  funkcje zale no ci zmiennej Y od X, co przedstawiono na 

rysunku. Na tym rysunku przedstawiono naniesione punkty pomiarowe dla trzech bada , ka de po 
10 pomiarów. Ponadto nakre lono u rednione wyniki tych pomiarów dla dwóch przypadków 1) 
wszystkie wyniki pomiarów BZ, 2) wyselekcjonowane pomiary z wykorzystaniem MODELU 
zaproponowanego w niniejszej pracy. Drugi wypadek zosta  nakre lony dla ca kowitego usuni cia 
zmiennej Y4 i dwóch punktów dla zmiennej Y2 zawartych w tabelach 1, 2. 
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3. Podsumowanie 
 

W pracy zaprezentowano metod  selekcjonowania zmiennych oraz pojedynczych punktów 
pomiarowych najlepiej zwi zanych ze wszystkimi pomiarami. Analiza skupie  zosta a 
wykorzystana do oszacowania zmiennych najbardziej zwi zanych ze sob  i da a ona mo liwo  
usuni cia zmiennej najbardziej oddalonej w sensie podobie stwa (odleg o  euklidesowa) od 
pozosta ych. Wykorzystano teori  ewidencji matematycznej do oszacowania stopnia 
przynale no ci punktu pomiarowego do grupy punktów. W tym celu wykorzystano miar  R 
korelacji rang porz dkowych Spearmana, mi dzy ka d  zmienn  a pozosta ymi zmiennymi, aby 
ustali  moc powi zania tych zmiennych. Nast pn  wielko ci  wykorzystan  we wzorach 12 i 13 
jest miara sprzeczno ci w sensie teorii Dempstera-Shafera. Dzi ki zastosowaniu unifikacji tych 
trzech informacji uzyskano miar  },{ 21 , której dziedzin  jest przedzia  liczb rzeczywistych 
[0,1]. Im warto  jest bli sza zeru, tym poszczególny pomiar jest bardziej spójny z grup  
pomiarów. Je eli warto  tego wspó czynnika d y do 1, oznacza to, e punkt pomiarowy jest 
coraz s abiej zwi zany z grup  pomiarów. W pracy przyj to dla 4 pomiarów istotno  tego 
wspó czynnika 0,1. Je eli wyniki },{ 21  s  mniejsze od 0.1, s  one uznane za istotne dla 
ca o ci bada .  

Zalet  takiego podej cia jest mo liwo  wychwycenia tych pomiarów, które w istotny sposób 
powi kszaj  b d standardowy warto ci redniej. Daje ono mo liwo  uzyskania spójnej skali 
wyników i tym samych istotnie poprawia ich wiarygodno . 
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Rys. 2. Wyniki pomiarów wraz z naniesionymi krzywymi u rednienia danych dla wszystkich pomiarów BZ i 
pomiarów wyselekcjonowanych o najmniejszych b dach standardowych MODELI 

Fig. 2. Results of measurement marked curves of average data for all BZ measurements  and measurement 
selected of MODEL least standard-errors 
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